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On p-adic Dedekind-Rademacher sums attached to Dirichlet characters

KOZUKA Kazuhito1

(Accepted September 30, 2022)

Abstract The purpose of this paper is to generalize the author’s preceding work on the construction of a

p-adic analytic function interpolating the Dedekind sums attached to Dirichlet characters and the calculation of

the radius of convergence of the function We define the generalized Dedekind-Rademacher sums by making use

of Dirichlet characters and deduce an expression of the sums by the generalized Euler numbers. Applying the

expression, we construct a p-adic analytic function interpolating the generalized Dedekind-Rademacher sums.

The function is expressed as a linear combination of some p-adic functions interpolating the Euler numbers.

The main result is the explicit expression of the radius of convergence of the function. Except for some special

cases, the result is an analogue to the one for the Kubota-Leopoldt p-adic L-function, which interpolates the

generalized Bernoulli numbers p-adically and plays an important role in the Iwasawa theory for cyclotomic

fields.

Keywords [p-adic interpolation, Dedekind sums, Dirichlet character]

1 Introduction

For any real number x, we denote by [x] the greatest integer not exceeding x, put {x} = x− [x] and define

((x)) =

{x} − 1
2 if x is not an integer.

0 if x is an integer.

For positive integers h and k, the classical Dedekind sum s(h, k) is defined by

s(h, k) =
∑

λ mod k

((λ
k

))((hλ
k

))
. (1)

The sum first appeared in Dedekind’s study on the transformation properties of the η-function (η(z) =

eπiz/12
∏
n≥1(1 − e2πinz)) under the modular group and in the case of gcd{h, k} = 1 Dedekind showed the

following reciprocity formula1):

12hk{s(h, k) + s(k, h)} = h2 − 3hk + k2 + 1. (2)

Generalizations of Dedekind sums and their reciprocity formulas have been studied extensively with many

methods.

For each non-negative integer n, let Bn and Bn(X) be the nth Bernoulli number and polynomial respec-

tively, and define

B̃n(x) = Bn({x}).

——————————————–——————————————————————————
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As a generalization of s(h, k), Apostol defined the nth higher-order Dedekind sum as

sn(h, k) =
∑

λ mod k

B̃1

(λ
k

)
B̃n

(hλ
k

)
(3)

and he generalized the formula (2) as

(n+ 1) (hknsn(h, k) + hnksn(k, h)) = nBn+1 +

n+1∑
j=0

(
n+ 1

j

)
(−k)n+1−jhjBn+1−jBj (4)

for positive integers h and k with gcd{h, k} = 1 and odd n.

As a natural generalization of (3), we can define

sm,n(h, k) =
∑

λ mod k

B̃m

(λ
k

)
B̃n

(hλ
k

)
(5)

for non-negative integers m and n. Further for real numbers α and β, we extend the sum (5) as

Sm,n

(
h k

α β

)
=

∑
λ mod k

B̃m

(
λ+ β

k

)
B̃n

(
h(λ+ β)

k
− α

)
, (6)

which is often called the Dedekind-Rademacher sum. The reciprocity formula for (6) is studied by Radema-

cher and Carlitz3∼5).

In addition to the reciprocity formulas, Rosen and Snyder constructed a p-adic interpolating function

for the sums (3)6). The function is an analogue of the well known Kubota-Leopoldt p-adic L-function

which interpolates the generalized Bernoulli numbers and plays an important role in the Iwasawa theory for

cyclotomic fields. Later, Snyder generalized the construction slightly and deduced a p-adic version of the

reciprocity formula (4)7). Further Kudo constructed a p-adic interpolating function for the sums (5) and

deduced many properties8,9). For the p-adic function constructed by Kudo, the author studied the explicit

value of the radius of convergence 10). Besides, by generalizing the sums (5) by means of Dirichlet characters,

the author constructed a p-adic interpolating function for the sums and deduced the value of the radius of

convergence11).

The purpose of this paper is to extend the study of the paper11). We generalize the sums (6) by Dirichlet

characters, construct a p-adic interpolating function and deduce the value of the radius of convergence.

Throughout the paper, we denote by Q, Z and N, the rational number field, the ring of integers of Q

and the set of positive integers, respectively as usual, and denote the set of non-negative integers by N̄.

2 Definition of Dedekind sums attached to Dirichlet characters

As in the introduction, let Bn and Bn(X) be the nth Bernoulli numbers and polynomial, respectively,

defined by

t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
and

tetX

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(X)
tn

n!

and define B̃n(x) = Bn({x}).
For any primitive Dirichlet character χ, we denote by fχ the conductor of χ and denote by Iχ the ring

of rational numbers of which the denominators are relatively prime to fχ. For any x ∈ Iχ we can define the

value χ(x) by multiplicativity. We define the twisted Bernoulli function B̃n,χ(x) attached to χ by

fχ−1∑
ρ=0

χ({x}+ ρ)te({x}+ρ)t

efχt − 1
=

∞∑
n=0

B̃n,χ(x)
tn

n!
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or equivalently

B̃n,χ(x) = fn−1
χ

∑
ρ mod fχ

χ(x+ ρ)B̃n

(
x+ ρ

fχ

)
.

Let χ and ψ be primitive Dirichlet characters, m,n ∈ N̄, h, k ∈ N and α, β ∈ Iχ ∩ Iψ. We define the

generalized Dedekind sums attached to χ and ψ by

S(m,χ),(n,ψ)

(
h k

α β

)
=

∑
λ mod k

B̃m,χ

(
λ+ β

k

)
B̃n,ψ

(
h(λ+ β)

k
− α

)
. (7)

3 Expression by Euler numbers

For a parameter u, we define the n th modified Euler numbers En(u) for n ∈ Z with n ≥ −1 by9)

u

et − u
=
E−1(u)

t
+

∞∑
n=0

En(u)
tn

n!
.

Note that E−1(u) ̸= 0 only if u = 1. We put ñ = max{n, 1} for n ∈ N̄. Then we have ñEn−1(1) = Bn for

n ∈ N̄. It is known that for any λ ∈ Z, c, k, n ∈ N and for any kth root of unity ξ, we have12)

knB̃n

(
λ

k

)
= ñ

∑
ζk=1

En−1(ζ)ζ
λ, (8)

ñEn−1(ξ) = kn−1
∑

j mod k

B̃n

(
j

k

)
ξ−j (9)

and ∑
ηc=1

En(uη) = cn+1En(u
c). (10)

For a primitive Dirichlet character χ, we define the numbers En,χ(u) (a modification of the generalized

Euler number13)) by
fχ−1∑
ρ=0

χ(ρ)ufχ−ρeρt

efχt − ufχ
=
E−1,χ(u)

t
+

∞∑
n=0

En,χ(u)
tn

n!
.

Note that E−1,χ(u) ̸= 0 only if u is a primitive fχth root of unity. Note also that ñEn−1,χ(1) = Bn,χ for

n ∈ N̄. Let ζχ be an arbitrarily chosen primitive fχth root of unity and put τ(χ, ζχ) =
∑fχ−1

ρ=0 χ(ρ)ζχ
ρ, the

Gauss sum attached to χ and ζχ. Then

fχ−1∑
ρ=0

χ(ρ)ufχ−ρeit

efχt − ufχ
=
τ(χ, ζχ)

fχ

fχ−1∑
ρ=0

χ−1(ρ)ζχ
ρu

et − ζχ
ρu

,

which implies,

En,χ(u) =
τ(χ, ζχ)

fχ

∑
ρ mod fχ

χ−1(ρ)En
(
ζχ
ρu
)
. (11)

Hence if gcd{k, fχ} = 1, as generalizations of (8), (9) and (10), we deduce that

χ(k)knB̃n,χ

(
λ

k

)
= ñ

∑
ζk=1

En−1,χ(ζ)ζ
λ, (12)

ñEn−1,χ(ξ) = χ(k)kn−1
∑

j mod k

B̃n,χ

(
j

k

)
ξ−j (13)
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and ∑
ηc=1

En,χ(uη) = χ(c)cn+1En,χ(u
c). (14)

For g ∈ N, let J(g) denote an arbitrarily fixed complete set of representatives of the residue class group

Z/gZ. For g1, · · · gm, we put J(g1, · · · , gm) = J(g1) × · · · × J(gm). For c ∈ N with c > 1, we denote by Vc
the set of non-trivial cth roots of unity. As for the expression of the sums (7) by the Euler numbers, we

have the following.

Proposition 3.1. Let χ and ψ be primitive Dirichlet characters and let h, k ∈ N. Let α, β ∈ Iχ ∩ Iψ and

express α = a/d and β = b/d with d ∈ N, a, b ∈ Z. We suppose that gcd{h, k} = gcd{kd, fχfψ} = 1. Let ζkd
denote an arbitrarily chosen primitive kdth root of unity and put ζk = ζdkd and ζd = ζkkd. Then we have

(χψ)(kd)(kd)m+nS(m,χ),(n,ψ)

(
h k

α β

)
= m̃ñ

τ(ψ, ζψ)

fψ

×
∑

(i,j1,j2,ρ)∈J(k,d,d,fψ)

ψ−1(ρ)Em−1,χ(ζ
−hi+kj1
kd )En−1(ζ

ρ
ψζ

i+kj2
kd )ζ

bj1−ai+j2(hb−ka)
kd . (15)

Further if c ∈ N with c ≡ 1 (mod fψkd) and c > 1, then

(cn − 1)(χψ)(kd)(kd)m+nS(m,χ),(n,ψ)

(
h k

α β

)
= m̃ñ

τ(ψ, ζψ)

fψ

×
∑

(i,j1,j2,ρ)∈J(k,d,d,fψ)

∑
η∈Vc

ψ−1(ρ)Em−1,χ(ζ
−hi+kj1
kd )En−1(ζ

ρ
ψζ

i+kj2
kd η)ζ

bj1−ai+j2(hb−ka)
kd . (16)

Proof. We see from (12) that

χ(kd)(kd)mB̃m,χ

(
λ+ β

k

)
= χ(kd)(kd)mB̃m,χ

(
λd+ b

kd

)
= m̃

∑
(i1,j1)∈J(k,d)

Em−1,χ(ζ
−hi1+kj1
kd )ζ

(−hi1+kj1)(λd+k)
kd

and

ψ(kd)(kd)nB̃m,ψ

(
h(λ+ β)

k
− α

)
= ψ(kd)(kd)nB̃n,ψ

(
hλd+ hb− ka

kd

)
= ñ

∑
(i2,j2)∈J(k,d)

En−1,ψ(ζ
i2+kj2
kd )ζ

(i2+kj2)(h(λd+b)−ka)
kd .

Note that for i1, i2 ∈ J(k) we have
∑

λ∈J(k) ζ
h(−i1+i2)(λd+b)
kd = k or 0 according as i1 = i2 or i1 ̸= i2. Hence

by (7) and (11), we obtain (15). In addition, applying (14), we also obtain (16).

4 p-adic interpolation

Let p be a prime number. If p ≥ 3, we put eo = p − 1 and q = p. If p = 2, we put e0 = 2 and q = 4. In

this section we construct a p-adic interpolating function for the sums (7).

As usual, we denote by Qp, Zp and Cp the rational p-adic number field, the ring of integers of Qp and

the completion of the algebraic closure of Qp, respectively. Let | |p denote the p-adic valuation of Cp

normalized by |p|p = 1/p. For any u ∈ Cp
× with |1−up|p ≥ 1, the Koblitz measure Mu on Zp is defined by

Mu

(
ν + pnZp

)
=

up
n−ν

1− upn
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for any n, ν ∈ N̄ with 0 ≤ ν ≤ pn − 1 and we have∫
Zp

xn dMu(x) = En(u) and

∫
Z×
p

xn dMu(x) = En(u)− pnEn(u
p).

Let ωp denote the Teichmüller character for p and put ⟨x⟩ = x/ωp(x) for x ∈ Z×
p . We put

Gp(s, u) =

∫
Z×
p

⟨x⟩sdMu(x) for s ∈ Zp, (17)

which is the p-adic Γ-transform for the measure Mu and satisfies an interpolating property such as

Gp(n, u) = En,ω−n
p

(u)− pnEn,ω−n
p

(up) (18)

for n ∈ N̄.

As in Proposition 3.1, let χ and ψ be primitive Dirichlet characters and let h, k ∈ N. Let α, β ∈ Iχ ∩ Iψ
and express α = a/d and β = b/d with d ∈ N, a, b ∈ Z. We suppose that gcd{h, k} = gcd{kd, fχfψ} =

gcd{p, kdfχfψ} = 1. In addition, we choose and fix integers c, p′ ∈ N with c ≡ 1 (mod qkdfψ), c > 1 and

pp′ ≡ 1 (mod kdfψ). For each m ∈ N̄, we set

T cp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
= m̃k

τ(ψ, ζψ)

fψ

×
∑

(i,j1,j2)∈J(k,d,d)

∑
η∈Vc

Em−1,χ(ζ
−hi+kj1
kd )ζ

bj1−ai+j2(hb−ka)
d Gp(s, ζ

i+kj2
kd η). (19)

Then by Proposition 3.1 and (18), we deduce that

T cp,m

(
n− 1, χ, ψ :

(
h k

α β

))
= m̃ñk(cn − 1)(χψ)(kd)(kd)m+n

×

(
S(m,χ),(n,ψ)

(
h k

α β

)
− ψ−1pnS(m,χ),(n,ψ)

(
p′h k

p′α β

))

for any n ∈ N with n ≡ 1 (mod e0). Now we define

Sp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
=

1

m̃k(cs − 1)(χψ)(kd)(kd)md < d >s
T cp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
, (20)

which is independent of the choice of c. Then we obtain the following.

Theorem 4.1. We have the interpolating property such as

Sp,m

(
n− 1, χ, ψ :

(
h k

α β

))
= ñkn

(
S(m,χ),(n,ψ)

(
h k

α β

)
− ψ−1(p)pnS(m,χ),(n,ψ)

(
p′h k

p′α β

))

for any n ∈ N with n ≡ 1 (mod e0).

5 Radius of convergence

By (17), the function Gp(s, u) is expanded at any s0 ∈ Zp as

Gp(s, u) =

∞∑
n=0

cn,u,s0(s− s0)
n (21)
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with

cn,u,s0 =
1

n!

∫
Z×
p

(logp < x >)n < x >s0 dMu(x).

Hence we can enlarge the domain of definition of the function Gp(s, u) from Zp to the set of s ∈ Cp for

which the right-hand side of (21) converges. For the same reason, the domain of definition of the function

Sp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
can be enlarged. Let rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0) denote the radius of convergence of

the expansion of Sp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
at s0 ∈ Zp. In order to study the value, we first recall the main

result of Section 3 of the paper10).

Let I be a finite set and consider functions

U : I → C×
p and A : I → C×

p .

For each i ∈ I, put U(i) = ui and A(i) = αi and suppose that |1− upi |p ≥ 1 for all i ∈ I. We put

Gp(s : U,A) =
∑
i∈I

αiGp(s, ui)

and denote by r(U,A : s0) the radius of convergence of Gp(s : U,A) at s0 ∈ Zp. Let I+ = {i ∈ I||ui|p < 1},
I− = {i ∈ I||ui|p > 1} and I0 = {i ∈ I||ui|p = 1}. For each n ∈ N, we put

Nn = {µ ∈ N| gcd{µ, p} = 1, | < µ > −1|p = |q|p|p|n−1
p }.

If there exists an integer n ∈ N such that either∑
i∈I+

αiu
µ
i −

∑
i∈I−

αiu
−µ
i ̸= 0 or

∑
i∈I0

αi(u
µ
i − u

−|µ
i ) ̸= 0

holds for some µ ∈ Nn, we denote the minimum of such n by n(U,A). Otherwise we put n(U,A) = ∞.

Then we have10)

r(U,A : s0) =

|p|
1
p−1

−n(U,A)+1
p |q|−1

p if n(U,A) ̸= ∞.

∞ if n(U,A) = ∞.
(22)

Now we put r

(
Sp,m

(
s;χ, ψ

(
h k

α β

))
: s0

)
= rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0) for s0 ∈ Zp. Further, we introduce

following subsets of Q :

Bm,χ = {x ∈ Q|B̃m,χ(x) = 0} and Cm,χ(ε,A) = {x ∈ Q|B̃m,χ(A+ x)− εB̃m,χ(A− x) = 0} for A ∈ Q.

The main result is the following.

Theorem 5.1. Let h′ ∈ Z be an arbitrary integer such that hh′ ≡ 1 (mod k).

(1) If 2(hβ − kα) /∈ Z, then

rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0) =

|p|
1
p−1
p |q|−1

p if
λ+ β

k
/∈ Bn,χ for some λ ∈ Z.

∞ otherwise.

(2) If 2(hβ − kα) ∈ Z, then

rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0)

=

|p|
1
p−1
p |q|−1

p if
−h′(hβ − kα) + λ

k
/∈ Cn,χ

(
ψ(−1),

β − h′(hβ − kα)

k

)
for some λ ∈ Z.

∞ otherwise.
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Proof. By (19) and (20), it is sufficient to prove the assertion for

T cp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
instead of Sp,m

(
s, χ, ψ :

(
h k

α β

))
. We put I = J(fψ) × J(k) × J(d) × Vc. For

each (ρ, i, j2, η) ∈ I, we put

u(ρ, i, j2, η) = ζρψζ
i+kj2
kd η and α(ρ, i, j2, η) =

∑
j1∈J(d)

ψ−1(ρ)Em−1,χ(ζ
−hi+kj1
kd )ζ

bj1−ai+j2(hb−ka)
d .

Then by (19), we see that

T cp,m

(
s;χ, ψ

(
h k

α β

))
=

∑
(ρ,i,j2,η)∈I

α(ρ, i, j2, η)Gp(s, u(ρ, i, j2, η)).

Note that |u(ρ, i, j2, η)|p = 1 for all (ρ, i, j2, η) ∈ I. For µ ∈ N, we put

F(µ) =
∑

(ρ,i,j2,η)∈I

α(ρ, i, j2, η)(u(ρ, i, j2, η)
µ − u(ρ, i, j2, η)

−µ)

=
∑

(ρ,i,j2,η)∈I

∑
j1∈J(d)

ψ−1(ρ)Em−1,χ(ζ
−hi+kd
kd )ζ

bj1−ai+j2(hb−ka)
d

×((ζρψζ
i+kj2
kd η)µ − (ζρψζ

i+kj2
kd η)−µ).

Note that
∑

ρ∈J(fψ) ψ
−1(ρ)ζ±ρµψ = ψ(±µ)τ(ψ−1, ζψ). For any x ∈ Q, put Φ(x) = 1 or Φ(x) = 0 according

as x ∈ Z or x /∈ Z. Then∑
η∈Jc

η±µ = Φ
(µ
c

)
c− 1 and

∑
j2∈J(d)

ζ
j2(hb−ka)
d ζ±kj2µkd = Φ

(
hb− ka± µ

d

)
d.

Further for any r1, r2 ∈ Cp, let us write r1 ∼ r2 if r1 = r2r for some r ∈ C×
p . Then we can express

F(µ) ∼ ψ(µ)
∑

(i,j1)∈J(k)×J(d)

Em−1,χ(ζ
−hi+kj1
kd )

× ζbj1−aid

(
ζiµkdΦ

(
hb− ka+ µ

d

)
− ψ(−1)ζ−iµkd Φ

(
hb− ka− µ

d

))
.

Applying (13) we also deduce that

F(µ) ∼ ψ(µ)
∑

(i,j1)∈J(k)×J(d)

∑
τ∈J(kd)

B̃m,χ

( τ
kd

)
ζ
(hi−kj1)τ
kd

× ζbj1−aid

(
ζiµkdΦ

(
hb− ka+ µ

d

)
− ψ(−1)ζ−iµkd Φ

(
hb− ka− µ

d

))
.

Note that
∑

j1∈J(d) ζ
−kj1τ
kd ζbj1d =

∑
j1∈J(d) ζ

(b−τ)j1
d = Φ((b− d)/τ)d. Hence

F(µ) ∼ ψ(µ)
∑
i∈J(k)

∑
τ∈J(k)

B̃m,χ

(
b+ τd

kd

)

×
(
ζ
(hb−ka+µ+hτd)i
kd Φ

(
hb− ka+ µ

d

)
− ψ(−1)ζ

(hb−ka−µ+hτd)i
kd Φ

(
hb− ka− µ

d

))
.
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If hb− ka± µ ̸≡ 0 (mod d), then F(µ) = 0. If hb− ka+ µ ≡ 0 (mod d), we can express hb− ka+ µ = τ1d

for some τ1 ∈ Z. In addition, if 2(hb− ka) ̸≡ 0 (mod d), then hb− ka− µ = 2(hb− ka)− τ1d ̸≡ 0 (mod d)

and we see that

F(µ) ∼ ψ(µ)
∑
i∈J(k)

∑
τ∈J(k)

B̃m,χ

(
b+ τd

kd

)
ζ
(τ1+hτ)i
k ∼ ψ(µ)B̃m,χ

(
β − h′τ1

k

)
.

If (λ1 + β)/k /∈ Bm,χ for some λ1 ∈ Z, then by the assumption gcd{fψp, kd} = 1 there is an integer µ1 ∈ N1

satisfying µ1 ≡ −hλ1d− hk + ka (mod kd) and gcd{µ1, fψ} = 1. For such µ1, we have

F(µ1) ∼ B̃m,χ

(
λ1 + β

k

)
.

This implies F(µ1) ̸= 0 and by (22), we conclude that rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0) = |p|
1
p−1
p |q|−1

p . On the other

hand if (λ + β)/k ∈ Bm,χ for all λ ∈ Z, considering the case of hb − ka − µ ≡ 0 (mod d) in the same way,

we see that F(µ) = 0 for all µ ∈ N. Hence we conclude that rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0) = ∞.

Finally let us consider the case of 2(hb− ka) ≡ 0 (mod d). In this case if hb− ka+ µ ≡ 0 (mod d), we

can express hb− ka+ µ = τ1d and hb− ka− µ = 2(hb− ka)− τ1d for some τ1 ∈ Z and

F(µ) ∼ ψ(µ)

(
B̃m,χ

(
β − h′τ1

k

)
− ψ(−1)B̃m,χ

(
β − 2h′(hβ − kα) + h′τ1

k

))
∼ ψ(µ)

(
B̃m,χ

(
β − h′(hβ − kα)

k
+

−h′(hβ − kα) + h′τ1
k

)

−ψ(−1)B̃m,χ

(
β − h′(hβ − kα)

k
− −h′(hβ − kα) + h′τ1

k

))
.

Hence in the similar way as in the case of 2(hb− ka) ̸≡ 0 (mod d), we obtain our assertion. This completes

the proof.

If χ is trivial, making use of some fundamental properties of Bernoulli numbers and polynomials, we can

deduce more explicit results as the following.

Corollary 5.2. If χ is trivial. we have

rm(χ, ψ, h, k, α, β : s0) = |p|
1
p−1
p |q|−1

p

except for the following cases :

Case 1: 2(hβ − kα) /∈ Z, m ≡ 1 (mod 2), k = 1, β ∈ 1

2
+ Z.

Case 2: 2(hβ − kα) /∈ Z, m ≡ 1 (mod 2) with m ≥ 3, k ≤ 2, β ∈ Z.

Case 3: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = 1, k = 1.

Case 4: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = 1, k = 2, m ≥ 2, hβ − kα ∈ Z.

Case 5: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = 1, k = 2, m ≥ 2, hβ − kα, β ∈ 1

2
+ Z.

Case 6: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = 1, k = 2, m ≡ 1 (mod 2) with m ≥ 3, β ∈ Z.

Case 7: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = 1, k ≥ 3, m ≡ 0 (mod 2), 2α, 2β ∈ Z.

Case 8: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k = 1, m = 1, β ∈ 1

2
+ Z.

Case 9: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k = 1, m ≡ 1 (mod 2) with m ≥ 3, 2β ∈ Z.

Case 10: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k = 2, m = 1, 2α ∈ Z, β ∈ 1

2
+ Z.

Case 11: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k = 2, m ≡ 1 (mod 2) with m ≥ 3, 2α, 2β ∈ Z.

Case 12: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k = 2, m ≡ 1 (mod 2) with m ≥ 3, 2α ∈ 1
2 + Z, β ∈ Z.
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Case 13: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k ≥ 3, m = 1, 2α, 2β ∈ Z.

Case 14: 2(hβ − kα) ∈ Z, ψ(−1) = −1, k ≥ 3, m ≡ 1 (mod 2) with m ≥ 3, 2α, β ∈ Z.

In these exceptional cases, we have

Sp,m

(
s;χ, ψ

(
h k

α β

))
= 0 (identically).

References
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大規模 MIMO における BP信号検出に対応したカオス暗号へのテント写像の適用 

 
迫田和之 1・谷口莉菜 

 

Application of Tent Map to Chaotic Encryption in Massive MIMO Using BP Decoding 

  

SAKODA Kazuyuki1 and TANIGUCHI Rina 
  

(Accepted September 29, 2022) 

  

Abstract  In wireless communications, chaotic encryptions at the physical layer provide enhanced 

security. Recent study has reported that the chaotic encryption works within a massive MIMO (Multiple-

Input Multiple-Output) using Belief-Propagation decoding. However, it is pointed out that the chaos 

equation used in the previous method is a logistic map, which can be easily incorporated, but is not 

suitable for an encryption due to the biased distribution of pseudorandom numbers. A chaotic map that 

can be easily introduced into the previous method is the tent map. The tent map is considered suitable 

for cryptography because the distribution of pseudorandom numbers is uniform distribution. In this 

study, we propose a method to introduce a tent map to chaotic encryption. We numerically evaluate 

decoding accuracy, secrecy capacity and computation time of the proposed method. The results suggest 

that the proposed method performs as well as or better than the previous method. 

Keywords  [Chaos, Encryption, Massive MIMO, BP decoding] 

 

 
１ 序論 

 
 近年、PCだけでなく身近な家電もネットワークに繋

がることが珍しくなくなっている。それらは無線での

接続が主流となりつつあり、無線通信容量の需要は

年々拡大している。その傾向に対応した第 5世代無線

通信サービスにより、莫大な通信量の需要を賄ってい

る。第 5世代以降の移動無線通信は、大容量かつ多接

続を可能とする大規模 MIMO (Multiple Input 

Multiple Output)が中核技術である 1～4)。大規模 MIMO

は、第 4世代で用いられている複数の送受信アンテナ

で構成された MIMO のアンテナ数を、数十～数百本程

度まで増やした通信システムである。送受信アンテナ

数を増加させることで、多接続と大容量の通信容量を

可能とする。しかしながら、アンテナ数を増加させる

と、受信側での信号検出（受信信号から送信信号を推

定する技術）における計算量が増加する。特に、MIMO

で用いられる一般的な信号検出である最尤推定法

（Maximum Likelihood Detection, MLD）は、アンテ

ナ数に対し指数関数的に計算量が増加し、現実的な計

算時間での信号検出が困難である 5,6)。この問題を解

決する信号検出法として BP (Belief Propagation)法

を用いた信号検出、BP 信号検出がある 7～12)。BP 信号

検出は、少ない計算量と符号化を施さなくても低い誤

り率（BER, Bit Error Rate）であるため、大規模 MIMO

1 都城工業高等専門学校電気情報工学科 (現 鹿屋体育大学スポーツ情報センター)  Department of Electrical and Computer Engineering, 
National Institute of Technology(KOSEN), Miyakonojo College (Present address: Information Technology Center for Sports Sciences, 
National Institute of Fitness and Sports in Kanoya) 
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の信号検出として注目されている。 

 一方、様々なものがネットワークにつながることで、

通信容量の課題とは別に、セキュリティの向上も求め

られている。無線通信でセキュリティを向上させるた

めの暗号技術として、上位レイヤを対象とした AES 

(Advanced Encryption Standard)などが多いが、近年

では下位レイヤである物理レイヤで、暗号化を追加す

る技術が提案されている 13,14)。物理レイヤでの暗号化

は、情報を伝搬する電磁波に指向性を持たせ正規の受

信者に電磁波が漏れないようにするビームフォーミ

ング技術や電磁波の位相を乱雑に置き換えて情報を

秘匿する技術がある。特に、電磁波の位相をカオス写

像により乱雑に置き換えるカオス暗号は、比較的簡易

な回路で構築でき、導入への障壁が小さい 15)。カオス

暗号をMIMO に適応したカオス MIMO は、復号における

精度の高さとセキュリティの高さで注目されている
16,17)。しかしながら、カオス MIMO を大規模 MIMO 化す

ると、復号に MLDを用いているため、計算量爆発を起

こし、現実的な計算量での復号が困難である。そこで、

カオス MIMO に BP 信号検出を用い大規模 MIMO 化を可

能とする手法（Fig.1）が報告されている 18,19)。これ

により、大規模 MIMO の物理レイヤに暗号化を導入で

き、セキュリティの向上が見込める。このカオス暗号

で用いられるカオス写像は、ロジスティック写像であ

る。ロジスティック写像は、カオスの特性により、疑

似乱数を発生させることができるが、その値がとる頻

度分布に偏りが存在する（Fig. 2-1）。その偏りによ

り、暗号化された信号も偏りのある信号となる。暗号

化された信号を盗聴者が解読を試みる場合、一般的に

は疑似乱数に偏りがないため全てのパターンを探索

する必要があり、解読が困難となる。信号に偏りが存

在すると、発生頻度の高い値から探索することで解読

にかかる時間を短縮しうる可能性がある。そのためロ

ジスティック写像は暗号に適していないという指摘

がなされている 19)。 

そこで本研究では、カオス暗号に、疑似乱数の頻度

分布に偏りのないテント写像（Fig. 2-2）を導入する

手法を提案し、その性能を数値実験により評価する。

2章では無線通信のシステムモデルと前手法を紹介す

る。3 章では提案手法を述べる。4 章では提案手法の

数値実験結果、5章では考察とまとめを述べる。 

 

Fig. 2-2 Frequency distribution of the tent 

map 

Fig.1 Chaotic encryption and BP decoding applied to massive MIMO 
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２ システムモデルと前手法 

 

 ここではシステムモデルであるカオス暗号及び BP

信号検出を用いた大規模 MIMO のシステムモデルと前

手法でのカオス暗号化の手順を紹介する。 

 

２.１ システムモデル 

システムモデルは、送信アンテナ数 Nt、受信アンテ

ナ数 Nr の大規模 MIMO 通信方式を考える。送信機は、

カオス暗号器、直並列変換器（Serial Parallel 

Conversion, S/P）と送信アンテナで構成され、受信

機は、受信アンテナ、並直列変換器（Parallel Serial 

Conversion, P/S）とBP信号検出器で構成される（Fig.

１）。この通信システムは共通鍵暗号方式であり、送

信側と受信側で M 個の要素を持つ共通暗号鍵 

 

𝐾ሬሬ⃗ = (𝐾ଵ, 𝐾ଶ, … , 𝐾ெ) (1) 

を持つ。この鍵を用いて、送信側は暗号化し、受信側

は暗号化された信号を復号する。暗号鍵を持っていな

い第三者は受信信号を傍受しても復号が困難である

ため秘匿通信となる。送信データは、Nt個の送信ビッ

ト 

 𝑏ሬ⃗ = ൫𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏ே౪
൯, (2)

   𝑏 ∈ {0, 1} for 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁୲

 

 
で、カオス暗号器により、送信信号 �⃗� は、 

 

�⃗� = ൫𝑥ଵ, 𝑥ଶ, ⋯ , 𝑥ே౪
൯,    (3)

  𝑥 = 𝑥൫𝑏 , 𝐾ሬሬ⃗ ൯,

𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁୲

 

 
となる。前手法での暗号化の詳細は 2.2 節、提案手法

での暗号化の詳細は 3章で述べる。𝑥を送信シンボル

と呼び、送信アンテナに 1つずつ割り当てられ、同時

刻同周波数で受信アンテナに送信される。電磁波が通

る空間中の経路はマルチパスチャネルと呼ばれ、Nr行

Nt列の通信路行列𝐇で表される。受信信号�⃗�は 
 

�⃗� = 𝐇�⃗� + 𝑛ሬ⃗ (4) 
 
と表せる。ここで 𝑛ሬ⃗  は平均 0 で分散𝜎

ଶの白色雑音で

ある。 

 受信機では、受信信号�⃗�から送信データ𝑏ሬ⃗ を BP 信号

検出で推定する。従って、推定データ𝑏ሬ⃗ は、𝐇を既知と

して、�⃗�、𝐇と𝐾ሬሬ⃗ の関数 
 

𝑏ሬ⃗ = 𝑏ሬ⃗ ൫�⃗�, 𝐇, 𝐾ሬሬ⃗ ൯ (𝟓) 

と書ける。なお、ここでの BP 信号検出は前手法 19)に

あるカオス暗号に適したものである。 

 
２.２ 前手法でのカオス暗号 

ここでは筆者らの先行研究である前手法 19)での BP

信号検出に適合したカオス暗号について説明する。前

手法でのカオス暗号は、カオス MIMO での暗号化を基

に、BP信号検出できるように再構築されている。その

詳細については文献 19)を参照されたい。まず、送信

側では暗号鍵の要素𝐾を初期値とし、カオス写像で

あるロジスティック写像で𝑖 × 𝑙回写像することで、複

素変数 

 

𝑘 = 𝑓×(Re[𝐾]) + 𝑗𝑓×(Im[𝐾]) (6) 

 

を得る。ここで、𝑓(∙)はロジスティック写像 

 

𝑓(𝑧) = 3.91𝑧(1 − 𝑧) (7) 

 

であり、𝑙は写像回数を決めるパラメータである。さら

に、生成された M 個の要素を 

 

𝑠 =
1

𝑀
 (Re[𝑘] + Im[𝑘])

ெ

ୀଵ

    ∙ exp[8𝜋𝑗(Re[𝑘] − Im[𝑘])] (8)

 

 

のように加算平均する。最終的に暗号化した送信シン

ボルは、 

 

𝑥 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ exp ቈ2𝑗tanିଵ

Im[𝑠]

Re[𝑠]
 ,        𝑏 = 1

exp ቈ2𝑗 ቆtanିଵ
Im[𝑠]

Re[𝑠]
+ 𝜋ቇ , 𝑏 = 0

 (9) 

 

である。 

 

３ 提案手法 

 

ここでは、前手法のロジスティック写像をテント写

像に置き換えた提案手法でのカオス暗号について述

べる。 

 

３.１ 提案手法 

提案手法でのカオス暗号は、前手法の式(7)をテン

ト写像 
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𝑔(𝑧) = ൝
2𝑧,         𝑧 <

ଵ

ଶ

2(1 − 𝑧), 𝑧 ≥
ଵ

ଶ

(10) 

 
に置き換える。提案手法は、これを用いたカオス暗号

をBP信号検出を用いた大規模MIMOに導入したもので

ある。 
 
 ４ 数値実験による評価 

 
提案手法の性能を評価するため、信号検出にかかる

計算時間、誤り率とセキュリティ性能について数値実

験を行い、前手法、参考手法 1、2と比較する。 
参考手法 1 はカオス写像にエノン写像を用いたもの、

参考手法 2はカオス暗号を行わず、無線通信で一般的

な変調方法の BPSK（Binary Phase Shift Keying）を

用いたものである。なお、エノン写像は後述する式

(11)で表され、生成される疑似乱数に偏りがない。そ

れらに共通する諸元は Table 1 の通りとした。送信デ

ータの要素は等確率で 0または 1をとるとし、無作為

に生成した。チャネル行列の要素は平均 0、分散 1 の

複素ガウス分布C𝑁(0,1)に従う乱数とした。受信信号

に含まれる雑音は白色雑音と仮定し、複素ガウス分布

C𝑁(0, 𝜎୬
ଶ)に従う乱数とした。雑音の分散は信号電力と

雑音電力の比である SN 比（SNR, Signal to Noise 

Ratio）を用いて、𝜎୬
ଶ = 10ିୗ ⁄ とした。全ての乱数

は互いに独立に生成した。これらの数値実験は

MATLAB®で行った。 

 
４.１ 計算時間 

4 つの手法での BP 信号検出と暗号の復号にかかる

計算時間を比較した結果をTable 2 に示す。それぞれ

の値は、103回試行にかかった計算時間を𝑁୲ = 2の参考

手法 2で規格化したものである。𝑁୲が増えるとどの手

法も計算時間が増加する。提案手法と参考手法1を比

較すると、参考手法 1の計算時間が長くなった。エノ

ン写像は、 

 

൜
𝑥ାଵ = 1 − 1.4𝑥

ଶ + 𝑧

𝑧ାଵ = 0.3𝑥
(11) 

 

で表される 2 変数連立写像であるため、1変数写像で

ある提案手法よりも計算時間が長くなったと考えら

れる。提案手法と前手法を比較すると、わずかながら

提案手法の計算時間が短くなった。テント写像とロジ

スティック写像のどちらも1変数写像であるが、テン

ト写像では計算に必要な項の数が平均的に少なくな

ることが要因であると考えられる。暗号化を行う 3手

法の中では、提案手法の計算時間が一番短いことがわ

かった。なお、暗号化を行わない参考手法 2の計算時

間が一番短くなることは自明である。 

 

 提案手法 前手法 参考手法 1 参考手法 2 

Modulation method Choatic encryption BPSK 

Chaotic map tent Logistic Henon － 

Num. of chaotic map iteration 𝑙 = 10 － 
Size of encryption key 𝑀 = 10 － 
Num. of antennas 𝑁୲ = 𝑁୰ = 12 
Channel i.i.d. Rayleigh fading 

Receive channel state information Perfect 

Decoding method BP decoding 

Num. of BP iteration 𝑁୧୲ୣ୰ = 20 
  

𝑵𝐭 2 4 5 8 12 16 24 32 64 

Proposed method 1.06 1.15 1.22 1.54 2.07 3.22 5.10 7.46 22.75 

Previous method 1.16 1.29 1.38 1.74 2.36 3.62 5.65 8.21 23.81 

Method 1(Henon) 2.22 2.44 2.62 3.38 4.75 7.23 11.05 16.14 47.27 

Method 2(BPSK) 1 1.01 1.04 1.20 1.52 2.45 3.95 5.89 19.63 

          

Table 1 Simulation condition 

Table 2 Computation time for decoding 
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４.２ 誤り率 

ここでは Bit Error Rate(BER)を用いて誤り率（1

ビット当りの推定結果が誤る確率）の評価を行う。提

案手法、前手法と参考手法 1、2 の BER を比較した結

果が Fig.3 である。縦軸を BER、横軸を SNR とし、提

案手法をアスタリスク、前手法を円、参考手法1を四

角、参考手法 2 を三角で表示した。BER は 105試行の

平均値とした。全ての手法で SNRが大きくなると、BER

は徐々に低下しある値に漸近した。BER がある値に漸

近する理由は、BP信号検出特有のものであり、その詳

細は文献 19)を参照されたい。BER の特性は手法間で

差がなかった。テント写像を用いることによるBER の

増加は起きないことが示唆された。 

 

４.３ セキュリティ性能 

  セキュリティ性能を示す一般的な指標である秘匿

容量を用いて提案手法とその他の手法を比較し評価

した。秘匿容量は、 

 

𝐶ୗ = 𝐶ୖ − 𝐶 (12) 

 

で与えられる。ここで、𝐶ୖは正規受信者のチャネル容

量で、𝐶は盗聴者のチャネル容量であり、 

 

𝐶ୖ = 𝑞𝑁୲[1 + 𝑃 logଶ𝑃 + (1 − 𝑃 )logଶ(1 − 𝑃 )], (13) 

𝐶 = 𝑞𝑁୲[1 + 𝑃logଶ𝑃 + (1 − 𝑃)logଶ(1 − 𝑃)] (14) 

 

で表される。𝑃 と𝑃はそれぞれ正規受信者と盗聴者の

BERで、𝑞は変調多値数であり、本研究では𝑞 = 1であ

る。チャネル容量は、その値が上限値に近いほど正確

に情報が伝わる。つまり、秘匿容量は、正規受信者に

正確に情報を伝達し盗聴者に情報が洩れない場合に

上限値に近くなり、セキュリティ性能を示す指標とな

る。しかしながら、カオス写像での疑似乱数の偏りを

起因とするセキュリティ性能の優劣をこの指標で示

すことができないことに注意されたい。 

 提案手法と前手法の秘匿容量を比較した結果が

Fig.4 である。縦軸を秘匿容量、横軸を SNRとし、提

案手法をアスタリスク、前手法を円、参考手法1を四

角、秘匿容量の上限を破線で表示した。秘匿容量は 105

試行の平均値とした。全ての手法で、SNR が大きくな

ると、秘匿容量が増加し上限値に漸近した。SNR≥10 で

は、正規受信者に正確に情報を伝達でき、盗聴者には

情報が洩れていないことを示しており、秘匿通信が成

り立っていると示唆される。一方 SNR<10 では、上限

値に届いていないが、盗聴者に情報が漏れているので

はなく、ノイズにより正規受信者が正確に信号検出で

きていないためである。秘匿容量の特性は手法間で差

がなかった。そのためテント写像を用いることによる

秘匿容量の低下は起きないことが示唆された。 

 

５ まとめ 

 

本研究では、カオス暗号に、疑似乱数の頻度分布に

偏りのないテント写像を導入する手法を提案した。そ

のカオス暗号を大規模MIMOに適用して提案手法とし、

数値実験により計算時間、誤り率と秘匿容量を評価し

た。その結果、提案手法の誤り率と秘匿容量は、前手

法と比べ、ほとんど差がないことが確かめられた。計

算時間では、わずかながら提案手法の計算時間が短い

ことが確かめられた。これらの点から、提案手法が、

前手法の欠点であるロジスティック写像による疑似

乱数の偏りを回避し、前手法と同等以上の性能を持つ

ことを示すことができた。今後の課題として、本研究
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ではセキュリティ性能の評価を秘匿容量のみで行っ

たため、盗聴者の持つ鍵と正規の鍵との近さに対する

セキュリティ性能の依存性についても調査し、評価し

たいと考えている。 
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多値変調に対応する大規模 MIMO における BP信号検出の検討 
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Abstract  A Massive MIMO (Multiple Input Multiple Output) is expected to become the core of 

technology for future large-capacity wireless communication. However, massive MIMO systems 
generally experience the explosive increase of the computation time required for decoding. BP 

decoding is attracting attention as decoding method in a massive MIMO because of practical 

computation time. There are several types of BP decoding that will be used for a decoding in a massive 

MIMO. The BP decoding (previous method) proposed in our laboratory shows high performance, but does 

not support multivalued modulation. Support for multivalued modulation is essential for large-capacity 

wireless communication.  In this study, we propose a new BP decoding to adapt multivalued modulation. 

We numerically evaluate decoding accuracy and channel capacity of the proposed method. The results 

suggest that the proposed method achieves the standard criteria for establishing wireless 

communication in bit error ratio and increases channel capacity. 

Keywords  [Massive MIMO, BP decoding, Multivalued modulation] 

  

１ 序論 

 
 

近年、高速・大容量無線移動通信規格である第5世

代（5G）サービスが提供され、無線移動通信の大容量

化が進んだ。今後は移動通信の主要端末である携帯電

話だけに留まらず、家電、自動車や工場の自動操作等

といった様々なものがインターネットに接続可能に

なる Internet Of Things(IoT)の発展は必至である。

それらの機器は無線で接続されることが想定される

ため、今後の無線通信は大容量かつ多接続可能な移動

通信が条件となる。その条件を満たす中核技術は大規

模Multiple Input Multiple Output(MIMO)である 1,2)。

大規模MIMO は、これまで数本程度であった MIMO 送受

信アンテナを数十～数百本程度に増やすことで、チャ

ネル容量の大容量化を実現するものである 3,4)。しか

しながら、送信アンテナ数の増加に比例して送信信号

数も増加し、それにより受信側での信号検出（受信信

号から送信信号を推定する技術）における計算量が指

数関数的に増加するという課題がある 5,6)。この問題

を解決するため、MIMO の一般的な信号検出手法である

1 都城工業高等専門学校電気情報工学科(現 鹿屋体育大学スポーツ情報センター) Department of Electrical and Computer Engineering, 
National Institute of Technology(KOSEN), Miyakonojo College (Present address: Information Technology Center for Sports Sciences, 
National Institute of Fitness and Sports in Kanoya) 
2 富士アイティ株式会社情報制御システム本部産業ソリューション事業部環境ソリューション部計測システム課 Instruments Control 
System Section, Industry Solution Division, Environment Solution Department, Fuji IT Co. Ltd. 
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最尤推定法（Maximum Likelihood Detection, MLD）

の計算量を削減する手法や繰り返し計算を用いた手

法等が提案されている 7,8)。中でも、確率伝播法

（Belief Propagation, BP）を用いた繰り返し計算手

法、以下 BP 信号検出は、高い推定精度と少ない計算

量により、注目を集めている 9～13)。BP信号検出には大

きく分けて 2 種類あり、1 つは信号検出に BP 法を適

用した最初の手法であり、通信容量を増加させる多値

変調への適応 14)や推定精度を向上させる改良 11,12)が

行われ、5Gの信号検出の主流となりつつあるものであ

る 9～14)。もう 1つは、当研究室で考案された手法で（以

下、前手法）15)、今後の改良が期待されるものである。

この 2つの大きな違いは、繰り返し計算の際に算出す

る残留干渉成分と呼ばれるものの分散の計算方法で

ある。この違いにより、繰り返し計算途中の推定値の

振る舞いが大きく変わることが報告されている。両手

法の振る舞いに大きな違いはあるが、推定精度と計算

量は同程度である。しかしながら、前手法は、多値変

調への対応や推定精度を向上させる改良は未だ行わ

れていない。特に、必要な通信容量は年を追う毎に増

加する一方であるため、通信容量の増加が見込める多

値変調への対応は急務である。そこで本研究では、2

値変調(Binary Phase Shift Keying, BPSK)の信号検

出にしか対応していない前手法を、多値変調の1つで

ある Quadrate Phase Shift Keying(QPSK)の信号検出

に対応できる手法に改良し提案する。その提案手法の

誤り率と通信容量を数値実験により評価する。2 章で

は、無線通信のシステムモデルと前手法を紹介する。

3 章では、提案手法を述べる。4 章では提案手法の数

値実験結果、5章では考察とまとめを述べる。 

 
２ システムモデルと前手法 

 

 ここでは本研究および前手法でのシステムモデル

である大規模MIMO通信方式と前手法であるBPSKに対

応したBP信号検出を紹介する。 

 

２.１ システムモデル 

システムモデルは、送信アンテナ数𝑁t、受信アンテ

ナ数𝑁rの大規模 MIMO 通信方式を考える。送信ビット

はBPSKを用いて電磁波で送りやすい形式に変換され、

直並列変換器（Serial Parallel Conversion, S/P）

を経て，送信アンテナから受信アンテナに向けて送信

される。受信機では、受信アンテナで得られた受信信

号を並直列変換器（Parallel Serial Conversion, P/S）

に通し、BP信号検出により送信ビットを推定する（Fig. 

1）。 
送信データは、𝑁t個の送信ビット 

 
𝑏ሬ⃗ = ൫𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏ே౪

൯, (1)

    𝑏 ∈ {0, 1} for 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁୲

 

 
で、送信信号�⃗�は、送信データを BPSKで変調し、 

 

�⃗� = ൫𝑥ଵ, 𝑥ଶ, ⋯ , 𝑥ே౪
൯,    (2)

  𝑥 = ൜
1    (𝑏 = 1)

−1  (𝑏 = 0)
  for 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁୲

 

 
となる。𝑥は送信シンボルといい、送信信号の 1要素

である。BPSK は位相変調の最も基礎的な手法であり、

電磁波の位相を Fig. 2(a)のように 180°ずらすこと

で𝑏 ∈ {0, 1}を表すことができ、1送信シンボルに 1ビ

ットの情報を含む。�⃗�の各要素は、送信アンテナに 1つ

ずつ割り当てられ、同時刻同周波数で受信アンテナに

向けて送信される。電磁波が通る空間中の経路はマル

チパスチャネルと呼ばれ、𝑁r行𝑁t列の通信路行列𝐇で

表される。受信信号�⃗�は 
 

�⃗� = 𝐇�⃗� + 𝑛ሬ⃗ (3) 
 
と表せる。ここで𝑛ሬ⃗ は平均 0 で分散𝜎

ଶの白色雑音であ

る。 

 受信機では、受信信号�⃗�から送信データ𝑏ሬ⃗ を BP 信号

検出を用いて推定する。従って、推定データ𝑏ሬ⃗ は、𝐇を

既知として、�⃗�と𝐇の関数 
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Fig. 1 Massive MIMO overview 
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𝑏ሬ⃗ = 𝑏ሬ⃗ (�⃗�, 𝐇) (4) 

 

と書ける。BPSK に対応した BP 信号検出の詳細は次節

で述べる。 

 

２.２ BPSK に対応した BP信号検出 

BP 信 号 検 出 は 並 列 干 渉 除 去 （ Parallel 

Interference Cancellation, PIC）を用い、繰り返し

計算により送信データを推定する。PIC により不必要

な送信信号を除去することで、MIMO を Single Input 

Multiple Output（SIMO）として見なし、送信データの

各ビットを推定可能とする。推定された各ビットの尤

度を次の繰り返し計算で PIC に用いることで、徐々に

推定された送信データの精度が向上する。以下に BPSK

に対応した BP 信号検出である前手法 15)の手順を述べ

る。 

２.２.１ 並列干渉除去 

 ここでは受信機で受け取った受信信号に PIC を行い

SIMO 化する手順を述べる。受信信号の要素である𝑦の

𝑥以外の送信信号をPIC で除去したものを 

𝑦
()

= 𝑦 −  ℎ𝑥
()

ே౪

ୀଵ,ஷ

, (5)

𝑥
()

= tanh ൭
𝛽


()

2
൱ (6)

 

とする。ここで、𝑥
()
はレプリカ信号であり、𝑙 = 1,2, ⋯ 

は繰り返し回数である。𝛽
()
（式（14））については後

述する。レプリカ信号は-1≤ 𝑥
()

≤1 の範囲の連続値

であり、BP の繰り返し回数が増えると 1 もしくは-1

に収束することが期待される。式(5)は、 

 

𝑦
()

= ℎ𝑥 + 𝑛 + 𝑅
()

, (7) 

𝑅
()

=  ℎ൫𝑥 − 𝑥
()

൯

ே౪

ୀଵ,ஷ

(8) 

と書き直すことができる。式(7)は𝑥に着目し、それ

以外の送信信号はレプリカ信号により BP の繰り返し

毎に徐々に除去されることを期待する。ここで、𝑅
()

は残留干渉成分と呼ばれ、レプリカ信号で除去しきれ

なかった成分である。  

２.２.２ LLR 

ここでは PIC により着目した送信信号が 1 か-1 で

あるかを評価する対数尤度比（Log Likelihood Ratio, 

LLR）について述べる。𝑅
()
を雑音と見なすと、𝑥の尤

度関数は、 

 

Pr ቀ𝑦
()

ቚ𝑥(𝑏)ቁ               

= 𝐶𝑁൫𝑦
()

หℎ𝑥 + 𝜇
()

, 𝜎
()ଶ + 𝜎

ଶ൯ (9) 

 
で与えられる。ここでC𝑁(∗ |𝜇, 𝜎ଶ)は平均𝜇で分散𝜎ଶの

複素ガウス分布である。式(9)の𝜇
()
と𝜎

()ଶは残留干渉

成分の分散と平均で 

 

𝜇
()

= 0, (10) 

Re

Im

(a) BPSK

１

１

－１

－１
Re

Im

(b) QPSK

１

１

－１

－１

𝑥 𝑏 = 1𝑥 𝑏 = 0

𝑥 𝑏ଶିଵ = 1, 𝑏ଶ = 1

𝑥 𝑏ଶିଵ = 0, 𝑏ଶ = 0 𝑥 𝑏ଶିଵ = 1, 𝑏ଶ = 0

𝑥 𝑏ଶି = 0, 𝑏ଶ = 1

Fig. 2 Constellation points of BPSK and QPSK 
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𝜎
()ଶ =  หℎห

ଶ
൫𝑥 − 𝑥

()
൯

ଶ

ே౪

ୀଵ,ஷ

(11) 

 

である。式(9)の尤度関数を用いて、対数尤度比（LLR） 

 

𝛼
()

= log
Pr ቀ𝑦

()
ቚ𝑥(𝑏 = 1)ቁ

Pr ቀ𝑦
()

ቚ𝑥(𝑏 = 0)ቁ
(12) 

 

を算出することで、𝑗番目の受信アンテナで得られた

受信信号𝑦での𝑘番目の送信信号𝑥を評価することが

できる。𝛼
()
が正であれば𝑥 =1、つまり𝑏 =1 である

確率が高く、負であれば𝑥 =-1、つまり𝑏 =0 である

確率が高い。この LLR の情報を次の BP 繰り返しに引

き継ぐため 

 

𝛾
()

=  𝛼
()

ே౪

ୀଵ

, (13) 

𝛽
(ାଵ)

= 𝛾
()

− 𝛼
() (14) 

 
を算出する。式(13)は送信信号𝑥を評価する LLRを加

算したものである。式(14)は次の BP繰り返しで式(5)

に用いる。 
２.２.３ BP 繰り返し処理と推定値 

 PIC を元に式(5)-(12)により LLR を得られる。LLR

から構成される𝛽
(୪)
を生成することで次の BP 繰り返

し処理へ移る。繰り返し処理により、𝛼
()
、𝛽

()
と𝑥

()

が更新され、BP繰り返しの規定回数𝑁୧୲ୣ୰に到達した際

に、送信ビットの推定を 

 

𝑏 = ൝
1, 𝛾

( ே౪౨)
≥ 0

0, 𝛾

( ே౪౨)
< 0

 (15) 

 

とする。 

２.２.４ 残留干渉成分の分散の取り扱い 

尤度関数に式(11)で表される残留干渉成分の分散

を導入する必要があるが、その中には真の送信信号𝑥

が含まれている。これは受信側では知りえない情報で

あるため、疑似残留干渉成分の分散を他の方法で残留

干渉成分の分散を見積もる必要がある。疑似残留干渉

成分の分散を 

 

𝜎
()ଶ =  หℎห

ଶ
൫𝑥

(ିଵ)
− 𝑥

()
൯

ଶ

ே౪

ୀଵ,ஷ

(16) 

 
と設定し，残留干渉成分の分散の代わりに用いる。また、

BP 繰り返しの初回において𝑥
(ଵ)

=0 とし、𝑥
()

は 1 と-1

が等確率と仮定し、その疑似残留干渉成分の分散を 

 

𝜎
()ଶ =  หℎห

ଶ

ே౪

ୀଵ,ஷ

(17) 

 
と設定する。 

 

３ 提案手法 

 

ここでは、多値変調として QPSK の概要とそれに対

応したBP信号検出、以下、提案手法を述べる。 

 

３.１ QPSK 

 QPSK は、送信シンボル𝑥に 2ビットの情報を含む変

調方式である。Fig. 2(b)のように、電磁波の位相 90°

をずらして、2ビットの情報を表す。その時の送信デ

ータ𝑏ሬ⃗ は、 

 

𝑏ሬ⃗ = ൫𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏ଶே౪
൯, (18)

    𝑏 ∈ {0, 1}, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 2𝑁୲

 

 

で、送信信号�⃗�は、 

 

�⃗� = ൫𝑥ଵ, 𝑥ଶ, ⋯ , 𝑥ே౪
൯,    

  𝑥 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ exp൫𝑖𝜋

4ൗ ൯ (𝑏ଶିଵ = 1, 𝑏ଶ = 1) 

exp൫3𝑖𝜋
4ൗ ൯ (𝑏ଶିଵ = 0, 𝑏ଶ = 1)

expቀ5𝑖𝜋
4ൗ ቁ (𝑏ଶିଵ = 0, 𝑏ଶ = 0)

exp൫7𝑖𝜋
4ൗ ൯ (𝑏ଶିଵ = 1, 𝑏ଶ = 0)

  , (19)

𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁୲

 

 

である。BPSK と比べ、1 送信シンボルで送れるビット

数が 2 倍になる。 

 

３.２ 提案手法 

 提案手法は、前手法の LLRやレプリカ信号の生成方

法を QPSK に対応させるものである。ここでは、その

方法を述べる。 
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まず、送信シンボルに含まれる第 1ビットと第 2ビ

ットのそれぞれのLLR を 

 

𝛼,ଵ
()

= log
Pr൫𝑦

()
หRe[𝑥(𝑏ଶିଵ = 1)]൯

Pr൫𝑦
()

หRe[𝑥(𝑏ଶିଵ = 0)]൯
, (20) 

𝛼,ଶ
()

= log
Pr൫𝑦

()
หIm[𝑥(𝑏ଶ = 1)]൯

Pr൫𝑦
()

หIm[𝑥(𝑏ଶ = 0)]൯
(21) 

 

とする。これにより、式(13)、(14)は、 

𝛾,ଵ
()

=  𝛼,ଵ
()

ே౪

ୀଵ

,   𝛾,ଶ
()

=  𝛼,ଶ
()

ே౪

ୀଵ

, (22) 

𝛽,ଵ
(ାଵ)

= 𝛾,ଵ
()

− 𝛼,ଵ
()

,   𝛽,ଶ
(ାଵ)

= 𝛾,ଶ
()

− 𝛼,ଶ
() (23) 

 

となる。𝛽,ଵ
(ାଵ)

、𝛽,ଶ
(ାଵ)

から生成されるレプリカ信号は、 

𝑥
()

=
1

√2
tanh ൭

𝛽
,ଵ
()

2
൱ +

𝑖

√2
tanh ൭

𝛽
,ଶ
()

2
൱ (24) 

 

とする。ห𝛽,ଵ
()

หとห𝛽,ଶ
()

หが大きくなると、レプリカ信号

が QPSK の送信信号に近づくことがわかる。前手法は

送信シンボル毎に評価していたが、提案手法では送信

ビット毎に評価することで、QPSK に対応することが可

能である。提案手法は、前手法の式(6)を式(24)に、式

(12)を式(20)と(21)に、式(13)と(14)を式(22)と(23)

に変更する。 

 

４ 数値実験による評価 

 

提案手法の性能を評価するため、誤り率と通信容量

について数値実験を行った。それらに共通する諸元は

Table 1 の通りとした。送信データの要素は等確率で

0または 1 をとるとし、無作為に生成した。チャネル

行列の要素は平均0、分散 1の複素ガウス分布C𝑁(0,1)

に従う乱数とした。受信信号に含まれる雑音は白色雑

音と仮定し、複素ガウス分布C𝑁(0, 𝜎୬
ଶ)に従う乱数とし

た。雑音の分散は 1ビットあたりの信号電力と雑音電

力の比であるEb/Noを用いて、𝜎୬
ଶ = 10ିୠ/୭とした。

全ての乱数は互いに独立に生成した。これらの数値実

験は MATLAB®で行った。 

 

４.１ 提案手法の誤り率 

 本研究では Bit Error Rate(BER)を用いて誤り率の

評価を行う。提案手法と前手法の BER を比較した結果

が Fig. 3 である。誤り率を縦軸 BER、横軸 Eb/No と

し、提案手法をアスタリスク、前手法を円で無線通信

の誤り率の基準値を破線で表示した。提案手法と前手

法を比較すると、Eb/No が大きくなるとどちらも BER

は低下するが、全ての Eb/No で前手法の BERが低くな

った。しかしながら、提案手法の BERは、無線通信の

誤り率基準値であるBER<10-3をEb/No<20で達成して

いるため、実用上の問題はないと考えられる。提案手

法の BER が増加する原因は、Fig.2 で表される信号点

 Proposed method Previous method 

Modulation QPSK BPSK 

Num. of antennas 𝑁୲ = 𝑁୰ = 100 

Channel i.i.d. Rayleigh fading 

Receive channel state information Perfect 

Decoding method BP decoding 

Num. of BP iteration 𝑁୧୲ୣ୰ = 20 

B
E
R

Fig. 3 BERs in massive MIMO for proposed 

method and previous method 

Table 1 Simulation condition 
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間の距離が前手法に比べ短くなり、ノイズの影響を受

けやすくなったためと考えられる。 

 

４.２ 提案手法の通信容量 

提案手法の通信容量を前手法と比較し評価した。通

信容量は、 

 

C = 𝑞𝑁୲[1 + 𝑃ோlogଶ𝑃ோ + (1 − 𝑃ோ)logଶ(1 − 𝑃ோ)] (25) 

 

で与えられる。ここで、𝑞は変調多値数であり BPSK で

は𝑞 =1、QPSK では𝑞 =2 である。𝑃ோは BERである。 

 提案手法と前手法の通信容量を比較した結果が

Fig.4 である。縦軸を通信容量、横軸を Eb/No とし、

提案手法をアスタリスクで表し、前手法を円で表した。

どちらの手法もEb/Noが大きくなると通信容量が大き

くなった。小さい Eb/No の範囲では提案手法よりも前

手法の方は通信容量が僅かながら大きいが、Eb/No≥6

で提案手法の通信容量が大きくなった。提案手法と前

手法の通信容量の上限は、式(24)によると𝑃ோ =0、つ

ま り １ つ も 誤 ら な か っ た 場 合 、 そ れ ぞ れ

200[bit/symbol]と 100[bit/symbol]である。数値実験

の結果、Eb/No が大きくなると通信容量は上限に漸近

した。Eb/No が十分に大きい環境で、提案手法は前手

法に比べ通信容量の面で大きな性能改善が可能であ

ることがわかった。 

 

５ まとめ 

 

 本研究では、BPSK の信号検出にしか対応していない

前手法を、多値変調の 1 つである QPSK の信号検出に

対応できる手法に改良し提案した。その提案手法の誤

り率と通信容量を数値実験により評価した。その結果、

誤り率において、無線通信の基準値を達成すること、

通信容量において、前手法よりも優れていることを示

すことができた。これらの結果から、提案手法が多値

変調を基本とする大規模 MIMO での信号検出で有効で

あるということが示唆された。 

今後の課題として、提案手法を QPSK よりもさらに

多値変調となる 8 Phase Shift Keying(8PSK)や 16 

Quadrature Amplitude Modulation(16QAM)への拡張を

考えている。 
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