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パーコレーションとは、無限グラフの”ランダムな”部分グラフの性質を調べる分野
である。特に、ボンドパーコレーションは辺の存在する割合のパラメータ0 ≤ p ≤ 1を
用いて、連結部分グラフの大きさの期待値を評価したり、無限連結部分グラフが存在
するpの極小値などを求めることが重要である。パーコレーションには、他にもサイト
パーコレーション、有向パーコレーション、連続パーコレーション等々いろいろある
([1]参照)が、ここでは各頂点が周りの頂点をランダムにいくつか選んで繋がるような
パーコレーションを考えたい。
自然数 d ≥ 2を固定し、G = (V,E)を d-正則、頂点推移的な、連結無限単純有向グ

ラフで (x, y) ∈ E ⇔ (y, x) ∈ Eを満たすものとする。例えば、有限生成無限群の有向
ケーリーグラフや、正方格子、三角格子、六方格子に最近接頂点への有向辺を与えた
もののように、いくつかの (平面または双曲)タイリング (平面充填)の頂点と有向辺か
ら成る有向グラフなどがある。

G = (V,E)に対し、x ∈ V の周りの頂点集合を Lx := {y ∈ V | (x, y) ∈ E} =

{x(1), x(2), . . . , x(d)} とする。このときΩ :=
∏

x∈V P(Lx)とすると (P(Lx)はLxの部
分集合族)、その各元 ω ∈ ΩはEω := {(x, y) ∈ E | x ∈ V, y ∈ ω}により、頂点集合
がV のGの部分有向グラフGω = (V,Eω)と 1 : 1に対応する。各 x ∈ V における射影
πx : Ω 3 ω 7→ ω(x) ∈ P(Lx)に対して、Fを∪x∈V {π−1

x (S) | S ⊂ Lx}で生成されるΩ上
のσ-加法族とする。p = (p0, p1, . . . , pd)を

p0, p1, . . . , pd ≥ 0 かつ p0 + p1 + · · · + pd = 1

を満たすものとする。各x ∈ V と各{x(i1), . . . , x(ik)} ⊂ Lxに対して、µxを

µx(ω(x) = {x(i1), . . . , x(ik)}) =
pk

dCk

=
k!(d − k)!

d!
pk

と定義し、(Ω,F)上の確率測度をPp :=
∏

x∈V µxと定義する。µx(ω(x) = {x(i1), . . . , x(ik)})
は、部分グラフGωが「頂点xから出ている有向辺の終点の集合が{x(i1), . . . , x(ik)}で
ある」ような部分有向グラフである確率を表している。特に、p = (p0, p1, . . . , pd)の各
pkは頂点から出る有向辺の数がk本である確率、つまりPp(|ω(x)| = k)を表している。

Gωの辺集合Eωに対しEω := {(y, x) ∈ E | (x, y) ∈ Eω}とする。Gωで x, y ∈ V が
弱連結 x ® y (強連結 x ↔ y)であるとは、x = y, または z1, . . . , zk ∈ V が存在して、
(x, z1), (z1, z2), . . . , (zk, y) ∈ Eω ∪ Eω (resp. (x, z1), (z1, z2), . . . , (zk, y) ∈ Eω ∩ Eω) を満
たすこととする。Gの原点o ∈ V を固定する。（以下の議論は原点の取り方に依らない。）
頂点集合Cω := {x ∈ V | x ® o in Gω}を弱クラスター、C̃ω := {x ∈ V | x ↔ o in Gω}
を強クラスターという。
ここでは、「p = (p0, p1, . . . , pd)がどのような条件を満たせば、弱 (強 )クラスター

が無限集合になる確率が 0または正になるか?」という問題を考えたい。ここで、p =
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(p0, p1, . . . , pd), p
′ = (p′0, p

′
1, . . . , p

′
d)に対して、pi + · · · + pd ≤ p′i + · · · p′d (0 ≤ i ≤ d)の

とき、Pp(|Cω| = ∞) ≤ Pp′(|Cω| = ∞), Pp(|C̃ω| = ∞) ≤ Pp′(|C̃ω| = ∞)であることは
容易に分かる。Gが d-正則有向木の場合には、マルチタイプ分岐過程を用いれば、こ
れらを計算できる:

命題 1 ([2]). Gが d-正則有向木 (d ≥ 3)であり、p = (0, 1 − q, q, 0 . . . , 0)のとき、
0 < pc,2(Td) := 1

(d2−d−1)+
√

(d2−d−1)2−(d−1)2
≈ 1

2d2 < 1に対して、Pp(|Cω| = ∞) > 0と

q > pc,2(Td)は同値。特に、p0 + p1 ≥ 1 − pc,2(Td)ならば Pp(|Cω| = ∞) = 0であり、
p2 + · · · + pd > pc,2(Td)ならばPp(|Cω| = ∞) > 0である。

命題 2 ([2]). Gがd-正則有向木(d ≥ 3)であり、1 ≤ k ≤ d−1でpk = 1−q, pk+1 = qのと
き、Pp(|C̃ω| = ∞) > 0と、q > d−k(k−1)

2k
は同値である。特に、もしk(k−1) ≤ d < (k+1)k

のとき、p0 + · · ·+ pk = 1ならばPp(|C̃ω| = ∞) = 0であり、pk+1 + · · ·+ pd = 1ならば
Pp(|C̃ω| = ∞) > 0である。

より一般に、最初に与えた有向グラフG = (V,E)に対して次が成り立つ:

定理 1 ([2]). (1) p0 + p1が十分1に近いならばPp(|Cω| = ∞) = 0

(2) k(k−1) < dであるkに対し、p0+· · ·+pkが十分1に近いならばPp(|C̃ω| = ∞) = 0

Gが平面グラフであるとは、Gが端点と逆辺以外で各辺が交叉しないように平面R2

に埋め込め、さらに埋め込んだ各辺は線分であり、その長さは一定の値以上かつ一定
の値以下であるようにできることである。このとき、この埋め込みを用いてGの双対
グラフG∗ = (V ∗, E∗)が定義できる。G∗の原点o∗ ∈ V ∗を固定する。σG∗(n)をG∗中の
o∗から出発する長さ nの self-avoiding pathの本数とし、λ(G∗) := limn→∞ σG∗(n)

1
n と

する。d∗をG∗の各頂点から出る辺の本数の最大値とすると、1 ≤ λ(G∗) ≤ d∗ − 1で
ある。

定理 2 ([2]). Gを最初に与えた無限有向グラフで、平面グラフとする。このとき

(1) k = dまたはλ(G∗) <
(

d
d−k

)2を満たす kに対して、pk + · · · + pdが十分 1に近い
ならばPp(|Cω| = ∞) > 0.

(2) k = dまたはλ(G∗) < d
d−k
を満たすkに対して、pk + · · ·+ pdが十分1に近いなら

ば Pp(|C̃ω| = ∞) > 0.

これを用いると、正方格子 (d = 4), 三角格子 (d = 6), 六角格子 (d = 3)に対して、
p2 + · · · + pdが十分 1に近いならば Pp(|Cω| = ∞) > 0であり、p3 + · · · + pdが十分
1に近いならば Pp(|C̃ω| = ∞) > 0であることが分かる。特に、d = 6, k = 3のとき
d = k(k − 1)であるが、p3 = 1とすると、三角格子 (d = 6)は Pp(|C̃ω| = ∞) > 0を
満たす。よって、d-正則有向木のように d = k(k − 1)だからと言って、pk = 1のとき
Pp(|C̃ω| = ∞) = 0であるとは限らない。
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