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1. 導入
Γを有限生成群とし、Sをその生成元集合とする。また、BをBanach空間とする。

(1) Γが性質 (TB)を持つとは、ΓのBへの任意の線形等長表現 ρ : Γ → O(B)から作
られる固定ベクトル集合Bρ(Γ)による商表現 ρ′ : Γ → O(B/Bρ(Γ))に対し、或る
κ > 0が存在し

inf
v∈B/Bρ(Γ);‖v‖=1

max
γ∈S

‖ρ′(γ)v − v‖ ≥ κ

を満たすことである。

(2) Γが性質 (FB)を持つとは、ΓのBへの任意のアフィン等長作用が有界軌道を持つ
ことである。

特にBがHilbert空間のとき、性質 (TB)はKazhdanの性質 (T )であり、性質 (FB)は
Serreの性質(FH)である。有限生成群に対し、Kazhdanの性質(T )とSerreの性質(FH)

は同値である。この同値性以外にもこれらは幾何学的群論において非常に興味深い性
質を多く持つ。性質 (TB)と性質 (FB)については以下が知られている。

定理 1 ([1]). Γを有限生成群とし、BをBanach空間とする。

(1) Γが性質 (FB)を持つならば、性質 (TB)も持つ。

(2) Γが或る1 < p < ∞に対し性質 (TLp([0,1])) を持つならば、性質 (T )を持つ。

(3) Γが性質 (T )を持つならば、任意の1 ≤ p < ∞と任意のσ-有限測度空間 (Ω, µ)に
対し性質 (TLp(Ω,µ))を持つ。

(4) 或る定数C ≥ 2以上のpに対し、有限生成群が性質 (FH)を持つことと性質 (FLp)

を持つことは一般には同値でない。

以下、このような関係をLp空間の一般化であるOrlicz空間で考察したい。
凸偶関数 Φ : R → [0, +∞]で Φ(0) = 0かつ limx→∞ Φ(x) = +∞を満たすもの

を Young 関数という。Young 関数 Φの Legendre変換を Φ∗ : R → [0, +∞]、つまり
Φ∗(y) := sup{|y|x − Φ(x) : x ≥ 0}とする。Φ∗もYoung関数である。Young関数Φと
σ-有限測度空間 (Ω, µ)に対し、関数空間

LΦ(Ω, µ) :=

{
f : Ω → R |可測関数, 或るa > 0に対し

∫
Ω

Φ(a|f |)dµ < ∞
}

/ ∼

をOrlicz空間という。ただし、f ∼ gはf = g a.e.である。f ∈ LΦ(Ω, µ)に対し、

‖f‖(Φ) := inf{b > 0 |
∫

Ω

Φ(
|f |
b

)dµ ≤ 1}

をfのLuxemburgノルムといい、このとき(LΦ(Ω, µ), ‖ ‖(Φ))はBanach空間である。例え
ば、Φp(t) = tp (p ≥ 1)のとき、LΦp(Ω, µ) = Lp(Ω, µ)であり、Φ∞(s) := 0 (s ∈ [−1, 1]);

Φ∞(s) := +∞ (それ以外)のときLΦ∞(Ω, µ) = L∞(Ω, µ)である。
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2. 結果
定理 2. Γを有限生成群とし、Φを 0 < Φ(t) < ∞ (t ∈ R\{0})を満たすYoung 関数と
する。このとき、Γが任意の確率空間 (Ω, µ)に対し性質 (TLΦ(Ω,µ))を持つならば、性質
(T )を持つ。

この結果と定理1の (1)を併せると次が導かれる。

系 3. Γを有限生成群とし、Φを 0 < Φ(t) < ∞ (t ∈ R\{0})を満たすYoung 関数と
する。このとき、Γが任意の確率空間 (Ω, µ)に対し性質 (FLΦ(Ω,µ))を持つならば、性質
(FH)を持つ。

これらの結果から、非常に一般的なYoung関数に対して性質(FLΦ(Ω,µ))から性質(FH)

が導かれることが分かる。一方で、Lp空間の場合に示されているように、この系の逆
は一般には成り立たない (定理1の (4))。

定理 4. Γを有限生成群とし、ΦとΦ∗は以下を満たすYoung 関数とする。

(1) 0 < Φ(t) < ∞ (t ∈ R\{0})

(2) limx→0
Φ(x)

x
= limx→0

Φ∗(x)
x

= 0, limx→∞
Φ(x)

x
= limx→∞

Φ∗(x)
x

= ∞

(3) 狭義凸、つまり任意のx, y ∈ Rと t ∈ [0, 1]に対し

Φ(tx+(1− t)y) < tΦ(x)+ (1− t)Φ(y), Φ∗(tx+(1− t)y) < tΦ∗(x)+ (1− t)Φ∗(y)

(4) 任意の 0 < a < 1に対し、或る 0 < δa < 1と或る x0 ≥ 0が存在し、x ≥ x0に
対し、

Φ

(
x + ax

2

)
≤ (1 − δa)

Φ(x) + Φ(ax)

2
, Φ∗

(
x + ax

2

)
≤ (1 − δa)

Φ∗(x) + Φ∗(ax)

2

(5) s 7→ Φ′(s)/sは単調関数、ここでΦ′はΦの右微分

(6) ある 1 ≤ p ≤ q < ∞が存在して、或る区間 (s0,∞)においてΦ(s)/spは非減少関
数かつΦ(s)/sqは非増加関数

このとき、Γが性質 (T )を持つならば、Γは性質 (TLΦ([0,1]))を持つ。

注意 5. (i) 1 < p < ∞に対してΦp(t) = tpは、この定理の仮定 (1)から (6)を満たす。

(ii) 条件 (1)から (4)が成り立つとき、LΦ(Ω, µ)は一様に滑らかで一様凸なBanach空
間である ([2])。

(iii) 条件 (1), (2), (5), (6)が成り立つとき、LΦ([0, 1])とL2([0, 1])の単位球面は互いに
一様同相であり、共役によりそれぞれの線形等長変換群の同形を導く ([3])。
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