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有限グラフ

有限グラフG = (V, E)とは,
有限集合 Vと集合 E ⊂ {{x, y} : x, y ∈ V, x , y}の組.
Vの元をGの頂点といい, Eの元をGの辺という.
簡単のため辺 {x, y}を xyと書く.

G

有限グラフ H に対して, VH と書けば H の頂点集合, EH と書けば
H の辺集合を表すとする.
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ラプラシアンの固有値

頂点 x ∈ Vに対して deg(x) := |{y ∈ V : xy ∈ E}|,つまり頂点 xと
辺で結ばれている頂点の数とする.

定義 (グラフ上のラプラシアン)

G = (V, E)上のラプラシアンとは,
|V| × |V|-実対称行列 ∆G := D(G) − A(G),ただし

D(G)i j :=

deg(xi) i = j

0 その他,
A(G)i j :=

1 xi x j ∈ E

0 その他,

ここで V = {x1, x2, . . . , x|V|}.
λ1(G) ≤ λ2(G) ≤ · · · ≤ λ|V|(G) : ∆Gの固有値

いつでも λ1(G) = 0.

3 / 10



. . . . . .

∆Gの固有値に関するグラフの性質

λl(G) = 0 < λl+1(G)⇐⇒ Gの連結成分の個数が l.
特に, λl+1(G) = min i=1,2,...,l λ2(H i),
ただし {H i}li=1

はGのすべての連結部分グラフからなる族.

· · ·

H1 H2 H l

疑問

有限グラフGが「λl(G) � λl+1(G)であること」と,「l個の有限
グラフを少ない辺でつないだ有限グラフになっていること」には
関係があるだろうか？
特に, λl+1(G)とmin i=1,2,...,l λ2(H i)の関係は?
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分割

定義 (誘導部分グラフ)

グラフ H = (VH , EH )が, G = (V, E)の誘導部分グラフであるとは,
VH ⊂ V かつ EH = {xy ∈ E : x, y ∈ VH}であること.

誘導部分グラフは,その頂点集合 VH により一意に決まる.

定義 (分割)

Gの分割とは, Gの誘導部分グラフの族 {H i = (VH i , EH i )}li=1
で

V = tl
i=1

VH i (直和)を満たすもの.

GH1

H2

H3
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補題

Gの分割 {H i}li=1
に対して,

λl+1(G) ≥ min
i=1,2,...,l

λ2(H i).

deg(G) := maxx∈V deg(x)とする.

定理

或る l ∈ Nに対して λl+1(G) > 2(l + 1)3l+1
√

2 deg(G)λl(G),
つまり λl+1(G) � λl(G)
=⇒ Gの分割 {H i}li=1

が存在して

λl+1(G) ≤ 2(l + 1)3l+1
√

2 deg(G) min
i=1,2,...,l

λ2(H i),

つまり ∃C = C(G, l) > 0 s.t. λl+1(G) ≤ C
√

min i=1,2,...,l λ2(H i).
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応用: エクスパンダーの族

定義 (エクスパンダーの族)

エクスパンダーの族とは,有限グラフの無限列 {Gn = (Vn, En)}∞
n=1

で以下を満たすものである:

1 n→ ∞のとき |Vn| → ∞;

2 定数 k > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し deg(Gn) ≤ k;

3 定数 C > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対して λ2(Gn) ≥ C.

エクスパンダーの族は,コンピュータネットワークの理論や,距離
空間の埋め込みなどに応用のある対象である.

· · ·
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系

{Gn = (Vn, En)}∞
n=1
を有限グラフの列で以下を満たすものとする:

1 n→ ∞のとき |Vn| → ∞;

2 定数 k > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し deg(Gn) ≤ k;

3 自然数 l ∈ Nと定数 C > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対して
λl+1(Gn) ≥ C.

このとき,或る l′ ≤ lと, {Gn}∞n=1
の部分列 {Gm}∞m=1

,各Gmの分割

{H i
m}

l′

i=1
が存在して,各 i = 1, 2, . . . , l′に対して無限列 {H i

m}∞m=1
は

エクスパンダーの族である.

注意

この結果は,船野-塩谷による次の結果を,グラフの場合に示した
ものである: 第 k + 1固有値が無限大に発散する閉重み付きリーマ
ン多様体の列は, k個のレビ族の和である.
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ご清聴ありがとうございました.
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