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本講演では,グラフは向きを持たず,ループ辺と多重辺を持たないとする.

以下G = (V,E)を連結有限グラフとする. Gの部分グラフH = (VH , EH)

とは, VH ⊂ V であり, 各 x, y ∈ VH に対して xy ∈ EH と xy ∈ E が同

値であるグラフとする. Gの分割とは, 部分グラフの族 {Gi = (Vi, Ei)}i

で, V が各 Viの直和であるものとする. G上のラプラシアン∆Gは関数

f : V → Rに対して

∆Gf(x) := f(x) deg(x) −
∑

y∈V,xy∈E

f(y)

と各 x ∈ V で定義される. ここで, deg(x) := |{xy ∈ E : y ∈ V }|である.

このラプラシアンの固有値を, その大きさの順に λ0(G) ≤ λ1(G) ≤ · · · ≤
λ|V |−1(G)と表す. 特に λ0(G) = 0であり, λ1(G) > 0である. 本講演では,

Gの分割 {Gi}l
i=1に対する λ1(Gi)と λl(G)との関係について述べる.

補題 1. Gの分割 {Gi}l
i=1に対して

λl(G) ≥ min
i=1,2,...,l

λ1(Gi).

上の補題とは逆に, 或る条件の下では, Gの或る分割 {Gi}l
i=1 に対し

て mini λ1(Gi) が λl(G) を用いて下から評価できる. 以下, deg(G) :=

maxx∈V deg(x)と表す.

定理 2. 或る k, l ≥ 2に対して deg(G) ≤ k かつ

λl−1(G) ≤ λl(G)2

2k(l + 3)2(l+3)

を満たすとする. このとき, Gの分割 {Gi = (Vi, Ei)}l
i=1が存在して

min
i=1,2,...,l

|Vi| ≥
1√

2kλl−1(G)
,

min
i=1,2,...,l

λ1(Gi) ≥
λl(G)2

2k(l + 3)2(l+3)

を満たす.



この定理を使うと, 第 l固有値に関する或る条件を満たす有限グラフの

列が, エクスパンダーの族を用いて表せることを示すことができる. まず,

Gの等周定数 h(G)とは

h(G) := min
F⊂V

{
|∂F |
|F |

: 1 ≤ |F | ≤ |V |
2

}
で定義されるものである. ここで, ∂F はF と V − F を繋ぐ辺の集合であ

る. エクスパンダーの族とは, 有限グラフの列 {Gn := (Vn, En)}∞n=1であ

り, (1) n → ∞のとき |Vn| → ∞ ; (2) 或る k > 0が supn∈N deg(Gn) ≤ k

を満たす ; (3) 或る定数 C > 0が infn∈N h(Gn) ≥ Cを満たすものである.

このようなグラフの列は, 距離空間の埋め込みの理論やコンピュータネッ

トワークの分野などで研究されている.

等周定数 h(G)が最小正固有値 λ1(G)を用いて上下から評価されること

はよく知られている事実である:

定理 3 (cf.[1]). deg(G) ≤ kを満たす任意の kに対して

λ1(G)

2
≤ h(G) ≤

√
2kλ1(G).

この定理から次が観察できる: l個のエクスパンダーの族 {Gi
n}∞n=1 (i =

1, 2, . . . , l)に対し, {Gn}∞n=1 を連結有限グラフの列で, 各 nで {Gi
n}l

i=1が

Gnの分割になっているものとする. すると補題 1から, 定数C > 0が存

在して infn∈N λl(Gn) ≥ Cを満たすことがわかる. 一方で定理 2を使うと

次が得られる.

系 4. {Gn = (Vn, En)}∞n=1を連結有限グラフの列で, (1) n → ∞のとき
|Vn| → ∞ ; (2) 或る k > 0が supn∈N deg(Gn) ≤ kを満たす ; (3) 自然数

l ∈ Nと定数 C > 0が存在して infn∈N λl(Gn) ≥ Cを満たすとする. この

とき, 自然数 l′ ≤ lと増大数列 {nm}∞m=1が存在し, さらに各mに対して

Gnmの分割 {H i
m}l′

i=1が存在して, 各 i = 1, 2, . . . , l′に対して列 {H i
nm

}∞m=1

はエクスパンダーの族となる.
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