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この講演では, コンパクト生成群のBusemann非正曲率空間への等長作用が固

定点を持つための十分条件について紹介する.

(M,d)を完備距離空間とする. Mの2点x, yを結ぶ測地線とは,閉区間 [0, d(x, y)]

の等長埋め込み cで c(0) = xと c(d(x, y)) = yを満たすものである. 距離空間

(M,d)の任意の 2点を結ぶ測地線が存在するとき (M,d)を測地空間という.

定義. 測地空間 (M,d)がBusemann非正曲率空間であるとは,

d(c1(tl1), c2(tl2)) ≤ (1− t)d(c1(0), c2(0)) + td(c1(l1), c2(l2))

が任意の 2測地線 ci : [0, li]→M (i = 1, 2)と 0 ≤ t ≤ 1に対して成り立つことで

ある.

例. (i) Hadamard空間: 単連結, 非正曲率, 完備Riemann多様体, 木, Hilbert空

間など.

(ii) 狭義凸 Banach空間: 1 < p < ∞の Lebesgue空間 Lp([0, 1]), 数列空間 `p

など.

Gをコンパクト生成群, K ⊂ Gをそのコンパクト生成元集合とする. また

Isom(M,d)は等長変換群とし, α : G → Isom(M,d)を連続な準同型とする. こ

の準同型 αはGのM への等長作用と同一視できる. αが固定点を持つとは, 点

x0 ∈M が存在し任意の g ∈ Gに対し α(g)x0 = x0を満たすことである.

µを開集合の測度が正であるK上の確率測度とし, M上の関数F p
α : M → [0,∞)

を次で定義する:

F p
α(x) :=

(∫

g∈K
d(x, α(g)x)pdµ(g)

)1/p

(1 ≤ p <∞),

F∞α (x) := sup
g∈K

d(x, α(g)x).
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このとき F p
α(x0) = 0となることと, αが固定点 x0を持つことは同値である.

定義. F p
αの x ∈M における絶対勾配 |∇−F p

α| を次で定義する.

|∇−F p
α|(x) := max

{
lim sup
y→x,y∈M

F p
α(x)− F p

α(y)

d(x, y)
, 0
}
.

この絶対勾配は F p
αが最も効率よく減少する方向への F p

αの傾きを表している.

主定理 ([T]). ある定数C > 0が存在して, F p
α(x) 6= 0であるすべての x ∈M に対

して

|∇−F p
α|(x) ≥ C

を満たすならば, αは固定点を持つ.

この定理の系として,井関・納谷 ([IN])に述べられている有限生成群のHadamard

空間への等長作用が固定点を持つための十分条件が得られる.

BをBanach空間とし, O(B)をBのすべての全射な線形等長作用素からなる群

とする. 連続な準同型 π : G→ O(B)を線形等長表現という. Aff(B) = O(B)nB
とし, 連続な準同型 α : G → Aff(B)をアフィン等長作用という. (特に B が実

Banach空間のときAff(B) = Isom(B)である.) αはある線形等長表現 πとある写

像 c : G→ Bにより α(g)v = π(g)v + c(g)と書ける. この πを αの線形部分とい

う. このとき主定理の十分条件は次のような同値条件となる:

定理 ([T]). Gを有限生成群, Bを狭義凸 Banach空間, 1 ≤ p ≤ ∞とする. また,

πを非自明な固定ベクトルを持たない Gの Bへの線形等長表現とする. このと

き, ある定数C > 0が存在して πを線形部分に持つ任意のアフィン等長作用 αに

対して

|∇−F p
α|(v) ≥ C

を F p
α(v) 6= 0であるすべての v ∈ Bが満たすことと, そのような任意の αが固定

点を持つことは同値である.
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