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Γ : 有限生成群

S : Γの生成元集合 (S = S−1, e 6∈ S)

(B, ‖ ‖) : Banach空間

Γ のB へのアフィンな等長作用ρ : Γ × B → B は, ある線形な等

長作用 ρ0 : Γ × B → B とある写像o : Γ → Bにより, ρ(γ, v) =

ρ0(γ, v) + o(γ) と表される. (実Banach空間の等長作用はアフィン

である. )

このとき, B′ := B/{v ∈ B | ρ0(γ, v) = v, ∀γ ∈ Γ} とし, ΓのB′

へのアフィンな等長作用ρ′ : Γ×B′ → B′を, ρ′(γ, [v]) := [ρ(γ, [v])]

で定義する.
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Mρ′ := {f : Γ → B′ | f(γα) = ρ′(γ)f(α) ∀γ, ∀α} とし, f ∈
Mρ′に対し‖f‖ := ‖f(e)‖とする.

条件
∑

γ∈S m(γ) = 1 と m(γ) = m(γ−1) を満たす関数m : S →
(0, ∞) を1つ固定する.

定義.エネルギー汎関数Eρ′ : Mρ′ → [0, ∞) を,

Eρ′(f) :=
1

2

∑
γ∈S

m(γ)‖f(e) − f(γ)‖2

で定義する.

• Eρ′(f) = 0 ⇔ f(e)はρ′(Γ)の固定点.

• B′ が一様凸Banach空間ならば, Eρ′ は凸関数.
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定義. f ∈ Mρ′ におけるEρ′の絶対勾配 |∇−Eρ′|(f)を

|∇−Eρ′|(f) := max

{
lim sup

g→f, g∈Mρ′

Eρ′(f) − Eρ′(g)

‖f − g‖
, 0

}
で定義する.

定理 1. (T.) Γ の B への任意のアフィンな等長作用ρが固定点を持つ

ならば, 定数C(ρ) > 0が存在し, 任意のf ∈ Mρ′に対し

|∇−Eρ′|(f)2 ≥ C(ρ)Eρ′(f)

が成り立つ.

事実. BがHilbert 空間ならば, 定理1の逆が成り立つ.
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定理 2. (T.) 凸率を下から抑えた一様凸Banach 空間からなる族L に
対し以下が成り立つ:

任意のB ∈ Lと, ΓのBへの任意のアフィンな等長作用ρが固定点を

持つならば, 定数C > 0が存在し, 任意のB ∈ L の任意のf ∈ Mρ′

に対し,

|∇−Eρ′|(f)2 ≥ CEρ′(f)

が成り立つ. ただし, C はB やρに依存しない定数である.

事実. LがすべてのHilbert 空間からなる族ならば, 定理2の逆が成り

立つ.
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