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1. Kazhdanの性質(T )と固定点性質(FH)

Γ : 有限生成群

S : Γの生成元集合 (S = S−1, e 6∈ S)

(B, ‖ ‖) : Banach空間

O(B) : Bの線形等長変換群

準同型 ρ0 : Γ → O(B) に対し,

B′ := B/{v ∈ B : ρ0(γ)v = v, ∀γ ∈ Γ}とする.

準同型 ρ′
0 : Γ → O(B′)を, ρ′

0(γ)[v] := [ρ0(γ)v]で定義

する.
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定義.(i) Γ が性質 (TB) を持つとは, 非自明な任意の準同形

ρ0 : Γ → O(B)に対し, C(ρ0) > 0 が存在し, 任意の

[v] ∈ B′ に対し

max
γ∈S

‖[v] − ρ′
0(γ)[v]‖ ≥ C(ρ0)‖[v]‖

となることである.

(ii) Γ がKazhdanの性質 (T ) を持つとは, 任意のHilbert空

間Hに対して, Γ が性質 (TH) を持つことである.

例. (T ): SLn(Z) (n ≥ 3), (T )を持たない: Zn, Fn .

• (Bader-Furman-Gelander-Monod) 1 < p < ∞に対
し, (T ) ⇔ (TLp([0,1])).
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Isom(B) : Bのアフィン等長変換群

定義.(i) Γ が性質 (FB) を持つとは, 任意の準同形ρ : Γ →
Isom(B)に対し, ρ(Γ)が固定点を持つことである.

(ii) Γ が固定点性質 (FH) を持つとは, 任意の実Hilbert空間

Hに対して, Γ が性質 (FH) を持つことである.

• (Guichardet, Delorme) (FH) ⇔ (T ).

• (B-F-G-M) Banach空間Bに対し, (FB) ⇒ (TB).

• (B-F-G-M, Fisher-Margulis) Γに対して, ε > 0 が存

在し, p ∈ (1, 2 + ε)に対し, (T ) ⇒ (FLp([0,1])).

•一般に(TB) ⇒ (FB) ではない. 例: Γ = Z, B = R.
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2. Banach空間への同変写像のエネルギーと絶対勾配

Γ : 有限生成群 S : Γの生成元集合 (S = S−1, e 6∈ S)

(B, ‖ ‖) : Banach空間

準同形ρ : Γ → Isom(B)に対し, 準同形ρ0 : Γ → O(B) と

o : Γ → Bが存在し, ρ(γ)v = ρ0(γ)v + o(γ)と表せる.

B′ := B/{v ∈ B : ρ0(γ)v = v, ∀γ ∈ Γ}.

ρ′
0 : Γ → O(B′)を, ρ′

0(γ)[v] := [ρ0(γ)v]で定義し,

ρ′ : Γ → Isom(B′) を, ρ′(γ)[v] := ρ′
0(γ)[v] + [o(γ)] で

定義する.

Mρ′ := {f : Γ → B′ : ρ′-同変 i.e. f(γα) = ρ′(γ)f(α)}.
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∑
γ∈S m(γ) = 1, m(γ) = m(γ−1)を満たす関数(weight)

m : S → (0, 1) を1つ固定する.

定義.エネルギー汎関数Eρ′ : Mρ′ → [0, ∞) を,

Eρ′(f) :=
1

2

∑
γ∈S

m(γ)‖f(e) − f(γ)‖2

で定義する.

• Eρ′(f) = 0 ⇔ f(e)はρ′(Γ)の固定点.

定義. f ∈ Mρ′ におけるEρ′の絶対勾配 |∇−Eρ′|(f)を

|∇−Eρ′|(f) := max

 lim sup
g→f, g∈Mρ′

Eρ′(f) − Eρ′(g)

‖f(e) − g(e)‖
, 0


で定義する.
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定義.(i) Γ が性質 (EB) を持つとは, 非自明な任意の準同形

ρ : Γ → Isom(B)に対し, C(ρ) > 0が存在し, 任意の

f ∈ Mρ′に対し

|∇−Eρ′|(f)2 ≥ C(ρ)Eρ′(f)

となることである.

(i) Γ が性質 (EH) を持つとは, 任意の実Hilbert空間Hに

対し, Γ が性質 (EH) を持つことである.

事実. (EH) ⇔ (T ) (⇔ (FH)).

定理. (T.) Banach空間Bに対して, (FB) ⇒ (EB).

問. Banach空間Bに対して, (EB) ⇒ (FB) ？
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定義. Γ が性質 (EB)′ を持つとは, 線形部分ρ0が非自明な任

意の準同形ρ : Γ → Isom(B)に対し, C(ρ) > 0が存在し,

任意の f ∈ Mρ′に対し

|∇−Eρ′|(f)2 ≥ C(ρ)Eρ′(f)

となることである.

命題. (T.) Γ : 有限生成可換群

B : 一様凸で一様に滑らかなBanach空間

(TB) ⇒ (EB)′.

注意.一般に (EB)′ ⇒ (FB) ではない.
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3. Busemann非正曲率空間への同変写像のエネルギーと絶

対勾配

定義.完備な測地的距離空間(N, d)がBusemann非正曲率空

間であるとは, 任意の3点p, q, r ∈ Nに対して, pとq, pとr

をそれぞれ結ぶ任意の最短測地線ci : [0, li] → N (i = 1, 2)

に対し, d(c1(l1/2), c2(l2/2)) ≤ d(q, r)/2が成り立つこと

である.

例. CAT(0)空間 (Hilbert空間,

完備非正曲率 Riemann多様体,

木など), 一様凸 Banach空間

(Lp([0, 1])(1 < p < ∞)など). s

s s
s s

p

q r

c1 c2
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Γ : 有限生成群

S : Γの生成元集合 (S = S−1, e 6∈ S)

(N, d) : Busemann非正曲率空間

Isom(N, d) : Nの等長変換群

ρ : Γ → Isom(N, d) 準同形

Mρ := {f : Γ → N : ρ-同変 i.e. f(γα) = ρ(γ)f(α)}

とし, f, g ∈ Mρに対しdMρ(f, g) = d(f(e), g(e))とする.

このとき, f 7→ f(e)により(Mρ, dMρ) と(N, d)を同一視

できる.
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weight m : S → (0, 1) を固定する.

定義.エネルギー汎関数Eρ : Mρ → [0, ∞) を

Eρ(f) :=
1

2

∑
γ∈S

m(γ)d(f(e), f(γ))2

で定義する.

• Eρ(f) = 0 ⇔ f(e)はρ(Γ)の固定点.

• Eρは(Mρ, dMρ) 上で連続.

• (Jost) エネルギー汎関数Eρは(Mρ, dMρ) の測地線に沿

って凸である.

12



定義. f ∈ Mρ におけるEρの絶対勾配 |∇−Eρ|(f)を

|∇−Eρ|(f) := max

{
lim sup

g→f, g∈Mρ

Eρ(f) − Eρ(g)

dMρ(f, g)
, 0

}
で定義する.

• (Mayer) |∇−Eρ|(f) = 0

⇔ f ∈ Mρ が調和, つまり, Eρ(f) = infg∈Mρ Eρ(g).

補題. (T.) inff∈Mρ
|∇−Eρ|(f) = 0.

注意. CAT(0)空間では, JostやMayerによって(Mρ上のエ

ネルギーの)勾配流が構成され, 絶対勾配はその勾配流のノル

ムである. しかし, Busemann非正曲率空間では, この勾配

流を構成できない.
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定理. (T.) L を超極限について閉じているBusemann非正曲

率空間からなる族とする.

任意の(N, d) ∈ Lと任意の準同形ρ : Γ → Isom(N, d)に

対し, ρ(Γ)-固定点が存在する.

⇒ C > 0が存在して, 任意の(N, d) ∈ L, 任意のρ : Γ →
Isom(N, d)と任意のf ∈ MN,ρに対して,

|∇−EN,ρ|(f)2 ≥ CEN,ρ(f)

が成り立つ. ただし, 定数 Cは(N, d), ρ, fのとり方によら

ない.
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超極限について閉じているBusemann非正曲率空間からなる

族Lの例.

•有限次元一様凸Banach空間(B, ‖ ‖)と等長同型な

Banach 空間からなる族

• δ : (0, 2] → (0, 1] を左連続, 単調増加関数としたとき, 凸

率 δB がδB(ε) ≥ δ(ε) を満たすすべての一様凸Banach

空間 B からなる族

特に, δ(ε) = 1 − (1 − ε2/4)1/2のとき, これはすべての

Hilbert空間からなる族
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• k > 0に対し, 以下を満たすBusemann非正曲率空間の族

Lk: 任意の(N, d) ∈ Lkにおいて, 任意のp ∈ N , 任意の

最短測地線 c : [0, l] → Nと任意のt ∈ (0, l)に対し,

(1 − t)d(p, c(0))2 + td(p, c(l))2 − (1 − t)td(c(0), c(l))2

≥ kd(p, c(t))2.

特に, L1 はすべてのCAT(0)空間からなる族

注意.すべてのBusemann非正曲率空間からなる族はLの例
ではない.

注意. (井関-近藤-納谷)超極限について閉じているCAT(0)空

間からなる族では, 定理の逆が成り立つ.
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定理. (T.) (N, d) : Busemann非正曲率空間

ρ : Γ → Isom(N, d) : 準同形

limn→∞ |∇−Eρ|(fn) = 0となる{fn}n∈N ⊂ Mρをとる.

C(ρ) > 0が存在して

|∇−Eρ|(fn)2 ≥ C(ρ)Eρ(fn) ∀n ∈ N

⇒ (N, d)上にρ(Γ)-固定点が存在するか, または,

(Nω, dω) = ω-limn(N, d, fn(e))上にρω(Γ)-固定点が存在

する. ただし, N上の非単項超フィルターωは任意にとって

よい.
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